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Com o objetivo de explorar a ligac¸a˜o da matema´tica a outras cieˆncias, o
Departamento de Matema´tica da Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia da Universidade da Madeira (UMa) organiza, com o apoio do
Centro de Desenvolvimento Acade´mico, o II Workshop Matema´tica na UMa,
com o tema “A Matema´tica e as Outras Cieˆncias, as Outras Cieˆncias e a
Matema´tica”.
A segunda edic¸a˜o deste workshop destina-se a professores de todos os
graus de ensino, a alunos do ensino superior e a investigadores, tendo sido
validada pela Secretaria Regional da Educac¸a˜o da Regia˜o Auto´noma da
Madeira. O presente livro compila as comunicac¸o˜es apresentadas pelos
oradores deste evento, a quem muito agradecemos.
Bem hajam!





O Workshop Matema´tica na UMa pretende ser uma celebrac¸a˜o da matema´tica
na Universidade da Madeira. A primeira edic¸a˜o deste encontro teve lugar no
dia 13 de junho de 2016, tendo sido realizada em duas partes. A primeira,
que decorreu na parte da manha˜, destinou-se a` partilha de conhecimentos pe-
los matema´ticos da UMa, fomentando a criac¸a˜o de potenciais colaborac¸o˜es
cient´ıficas.
Sessa˜o de abertura da primeira edic¸a˜o do Workshop Matema´tica na UMa (Foto: GIRP).
(Da esquerda para a direira: Maribel Gordon, Manuela Neves, Rita Vasconcelos, Jose´ Carmo,
Dinis Pestana, Teresa Gouveia e Ana Abreu).
A segunda parte, que ocorreu na parte da tarde, esteve reservada a` ce-
lebrac¸a˜o do sexage´simo aniversa´rio da Professora Rita Vasconcelos, docente
a quem foi atribu´ıdo o primeiro doutoramento pela UMa. Esta celebrac¸a˜o
iii
teve o testemunho de professores convidados, que acompanharam de perto
o seu percurso: Professor Dinis Pestana (Professor Catedra´tico aposentado
da Universidade de Lisboa), Professor Jose´ Carmo (Professor Catedra´tico
da Universidade da Madeira) e Professora Manuela Neves (Professora Ca-
tedra´tica da Universidade de Lisboa). A Professora Rita Vasconcelos tem
tido um papel relevante na Universidade da Madeira, quer na a´rea de Pro-
babilidades e Estat´ıstica, quer noutras atividades, como sejam a presideˆncia
do Departamento de Matema´tica, a presideˆncia do Cole´gio Universita´rio e a
presideˆncia do Conselho Pedago´gico.
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Sobre a importaˆncia da distribuic¸a˜o de Pareto na modelac¸a˜o
estat´ıstica: alguns resultados teo´ricos
Sandra Mendonc¸a
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Estat´ıstica e Aplicac¸o˜es da Universidade de Lisboa (CEAUL),
smfm@uma.pt
De´lia Gouveia-Reis
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Estat´ıstica e Aplicac¸o˜es da Universidade de Lisboa (CEAUL),
delia.reis@staff.uma.pt
Palavras-chave: Distribuic¸o˜es de Pareto, distribuic¸a˜o de Pareto Generali-
zada, distribuic¸a˜o de Pareto truncada, caudas pesadas, ı´ndice de Pareto.
Resumo:
Devendo o seu nome ao economista italiano Vilfredo Pareto (1848-1923)
(cf., e.g., [3]), a distribuic¸a˜o de Pareto, que comec¸ou por ser um modelo para
dados econo´micos, e´ utilizada na modelac¸a˜o de dados oriundos das mais di-
versas a´reas do saber (cf., e.g., [2]), como e´ o exemplo da modelac¸a˜o das
a´reas ardidas em grandes inceˆndios e o nu´mero de fatalidades causadas por
grandes terramotos (cf., e.g., [3]). Nesta comunicac¸a˜o sera˜o apresentadas al-
gumas das caracter´ısticas desta distribuic¸a˜o que sustentam a sua utilizac¸a˜o,
bem como algumas vias de explorac¸a˜o recentes no estudo da mesma.
Agradecimentos:
O presente trabalho foi parcialmente suportado por FCT - Fundac¸a˜o para
a Cieˆncia e a Tecnologia, Portugal, atrave´s do projeto UID/MAT/00006/2013.
Refereˆncias:
[1] Arnold, B. C. (2015). Pareto distributions, 2nd Ed. (Chapman &
Hall/CRC Monographs on Statistics & Applied Probability), CRC Press,
Taylor & Francis, Florida.
[2] Beirlant, J., Fraga Alves, M.I. and Gomes, M.I. (2016). Tail fitting for
truncated and non-truncated Pareto-type distributions. Extremes, Vol.
19(3), pp. 429–462.
[3] Hardy, M. (2010). Pareto’s Law. The Mathematical Intelligencer, Vol.
32(3), pp. 38-43. doi:10.1007/s00283-010-9159-2
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A distribuic¸a˜o de Pareto e a modelac¸a˜o estat´ıstica:
algumas ilustrac¸o˜es pra´ticas
De´lia Gouveia-Reis
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Estat´ıstica e Aplicac¸o˜es da Universidade de Lisboa (CEAUL),
delia.reis@staff.uma.pt
Sandra Mendonc¸a
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Estat´ıstica e Aplicac¸o˜es da Universidade de Lisboa (CEAUL),
smfm@uma.pt
Palavras-chave: Distribuic¸o˜es de Pareto, distribuic¸a˜o de Pareto generali-
zada, distribuic¸a˜o de Pareto truncada, ı´ndice de Pareto.
Resumo:
A distribuic¸a˜o de Pareto, na sua forma mais generalizada, surge natu-
ralmente na modelac¸a˜o de valores extremos acima de um determinado n´ıvel
(cf., e.g., [2]). Por vezes, dada a natureza dos dados em estudo, e´ necessa´rio
considerar modelos truncados. Em 2006, Aban et al. [1] propuseram um
estimador do ı´ndice de cauda para o caso da distribuic¸a˜o de Pareto truncada
e, mais recentemente, Beirlant et al. [3] propuseram um teste explorato´rio
e um teste formal para a tomada de decisa˜o entre o modelo truncado e o
modelo na˜o truncado. Nesta comunicac¸a˜o far-se-a´ uma breve apresentac¸a˜o
destes testes e a utilizac¸a˜o destes sera´ ilustrada com recurso a dados de va´rias
origens, entre os quais se encontram valores pluviome´tricos de estac¸o˜es situ-
adas na Ilha da Madeira.
Agradecimentos:
O presente trabalho foi parcialmente suportado por FCT - Fundac¸a˜o para
a Cieˆncia e a Tecnologia, Portugal, atrave´s do projeto UID/MAT/00006/2013.
Refereˆncias:
[1] Aban, I.B., Meerschaert, M.M. and Panorska, A. K. (2006). Parameter
Estimation for the Truncated Pareto Distribution. Journal of the
American Statistical Association: Theory and Methods, Vol. 101(473),
pp. 270-277.
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[2] Arnold, B. C. (2015). Pareto distributions, 2nd Ed. (Chapman &
Hall/CRC Monographs on Statistics & Applied Probability), CRC Press,
Taylor & Francis, Florida.
[3] Beirlant, J., Fraga Alves, M.I. and Gomes, M.I. (2016). Tail fitting for
truncated and non-truncated Pareto-type distributions. Extremes, Vol.
19(3), pp. 429–462.
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A matema´tica e a dinaˆmica de populac¸o˜es
Custo´dia Drumond
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da




A histo´ria da humanidade tem mostrado que a previsa˜o sobre a evoluc¸a˜o
do nu´mero de elementos de determinadas espe´cies tem-se revelado determi-
nante.
O combate a epidemias e a doenc¸as altamente contagiosas, a admi-
nistrac¸a˜o de fa´rmacos com o objetivo de incrementar o nu´mero de ce´lulas
protetoras do organismo humano, a criac¸a˜o de animais nomeadamente atrave´s
da aquacultura e o controlo de pragas na agricultura, por exemplo,
evidenciam a necessidade de, em determinadas situac¸o˜es, se conhecer
processos que prestem apoio a` tomada de deciso˜es.
A matema´tica possui soluc¸o˜es para muitos destes problemas atrave´s do
estudo de diversos modelos de crescimento para a dinaˆmica de populac¸o˜es e,
nesta breve apresentac¸a˜o, sera˜o referidos alguns modelos.
Refereˆncias:
[1] Boyce, W.E. e DiPrima, R. C., (1992). Elementary Differential Equations
and Boundary value Problems. 5.a Edic¸a˜o, John Wiley & Sons, Inc.
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Estabilidade local de pontos fixos de Sistemas Dinaˆmicos
Discretos em dimensa˜o 3: Aplicac¸a˜o a modelos populacionais
Rafael Lu´ıs
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Ana´lise Matema´tica, Geometria e Sistemas Dinaˆmicos (CAMGSD),
rafael.luis@staff.uma.pt
Elias Rodrigues
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira,
elias@uma.pt
Palavras-chave: Ponto fixo, Estabilidade, Jacobiano, Sistema Dinaˆmico
Discreto, Modelo de competic¸a˜o entre espe´cies de Ricker, Bifurcac¸a˜o.
Resumo:
Nesta comunicac¸a˜o apresentaremos as ferramentas ba´sicas para se deter-
minar a estabilidade local de pontos fixos em modelos dinaˆmicos discretos
onde a aplicac¸a˜o e´ definida de D ⊂ R3 em R3.
Se o ponto fixo e´ hiperbo´lico, i.e., todos os valores pro´prios da matriz
Jacobiana, avaliada no ponto fixo, sa˜o diferentes de 1, em valor absoluto,
enta˜o a ordem de grandeza dos valores pro´prios determina a sua estabilidade
(ou na˜o). O grande desafio e´ o de se determinar a estabilidade quando o
ponto fixo e´ na˜o-hiperbo´lico. O foco principal desta comunicac¸a˜o sera´ o de
facultar as ferramentas que possibilitam determinar a estabilidade de pontos
fixos na˜o hiperbo´licos.
Como exemplo de aplicac¸a˜o, iremos estudar o modelo de competic¸a˜o
entre 3 espe´cies, conhecido na literatura como modelo populacional de
Ricker.
Agradecimentos:
O presente trabalho foi (parcialmente) suportado por FCT/Portugal atrave´s
do projeto UID/MAT/04459/2013
Refereˆncias:
[1] S. Elaydi. An Introduction to Difference Equations. Springer, third edi-
tion, 2005.
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[2] S. Elaydi. Discrete Chaos: With Applications in Science and Engineering.
Chapman and Hall/CRC, second edition, 2008.
[3] Rafael Lu´ıs e Elias Rodrigues, Local Stability in 3D Discrete Dynamical
Systems: Application to a Ricker Competition Model. Under review.
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Comparac¸a˜o de duas te´cnicas de rastreio do Cancro Colorretal:
Ca´lculo de ı´ndices e o teste de McNemar
Rita Vasconcelos
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Estat´ıstica e Aplicac¸o˜es da Universidade de Lisboa (CEAUL),
ritav@staff.uma.pt
Palavras-chave: Sensibilidade, especificidade, valores preditivos positivo e
negativo, razo˜es de verosimilhanc¸a positivo e negativo, teste de McNemar.
Resumo:
A colonoscopia virtual (CV) ou colonografia por tomografia computori-
zada (CTC) apareceu nos u´ltimos 15 anos como uma nova te´cnica de imagem
radiolo´gica do co´lon, com um potencial excecional para aplicac¸a˜o alargada
em rastreios populacionais do CCR. Para avaliar a utilizac¸a˜o isolada da colo-
noscopia virtual como me´todo na˜o invasivo de rastreio do CCR, desenha´mos
a amostra representativa da populac¸a˜o da R.A.M., assintoma´tica, de risco
me´dio de cancro colorretal, com idade entre os 50 e os 74 anos. Todos
os doentes foram tambe´m sujeitos a uma colonoscopia o´ptica (CO). Este
estudo, e´ a primeira avaliac¸a˜o prospetiva mundial da performance da CV em
que a colonoscopia o´tica como me´todo comparativo, na˜o tem acesso pre´vio
aos resultados da colonoscopia virtual, obtidos a posteriori, num centro de
exceleˆncia remoto.
Os ı´ndices de sensibilidade, especificidade, valores preditivos positivo e
negativo (PPV, NPV), razo˜es de verosimilhanc¸a positivo e negativo (LH+,
LH−), foram calculados para todas as leso˜es, adenomas e neoplasias avan-
c¸adas ≥ 6mm e ≥ 10mm, respetivamente. O padra˜o de refereˆncia foi a CO
inicial, a que se adicionou as leso˜es detectadas nas CO de revisa˜o ou atrave´s
de cirurgia. Este ı´ndices foram utilizados como forma de ana´lise estat´ıstica
para comparac¸a˜o das performances das duas te´cnicas.
Opta´mos por inferir estatisticamente estes resultados, utilizando o teste
de McNemar.
Agradecimentos:
Agradecemos ao Prof. Doutor Celso Almeida a possibilidade de realizar-
mos este trabalho e de divulgarmos os resultados.
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Extenso˜es do Modelo de Cox para Acontecimentos Mu´ltiplos:
Fundamentos Teo´ricos
Ana Maria Abreu
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira e
Centro de Investigac¸a˜o em Matema´tica e Aplicac¸o˜es (CIMA),
abreu@staff.uma.pt
Ivo Sousa-Ferreira
Departamento de Matema´tica, Faculdade de Cieˆncias Exatas e da
Engenharia, Universidade da Madeira,
ivo.ferreira@staff.uma.pt
Palavras-chave: Ana´lise de Sobreviveˆncia, acontecimentos mu´ltiplos,
correlac¸a˜o intraindiv´ıduos, modelo de Cox, modelos marginais.
Resumo:
Desde os finais do se´culo XX, tem-se verificado uma procura crescente
em aplicar extenso˜es do modelo de Cox para analisar tempos resultantes da
ocorreˆncia de acontecimentos mu´ltiplos, os quais sa˜o observados para um
mesmo indiv´ıduo [3, 10]. Uma forte raza˜o para que a aplicac¸a˜o destes mode-
los seja preferida, prende-se com o facto de o modelo de Cox [2] na˜o impor
qualquer distribuic¸a˜o para a func¸a˜o de risco subjacente, ou seja, ser um
modelo semiparame´trico.
Algumas das extenso˜es que mais teˆm sido utilizadas para analisar dados
deste tipo foram propostas por Prentice, Williams e Peterson [6], Andersen
e Gill [1], Wei, Lin e Weissfeld [11] e Lee, Wei e Amato [4]. Cada um destes
modelos surgiu com o intuito de ter em conta as mais variadas caracter´ısticas
que os acontecimentos mu´ltiplos podem apresentar, como sejam: aconteci-
mentos de diferente natureza/tipo; acontecimentos com riscos de ocorreˆncia
distintos; acontecimentos instantaˆneos ou duradouros; existeˆncia de uma
ordenac¸a˜o; dependeˆncia entre acontecimentos; correlac¸a˜o entre os tempos
de vida de um mesmo indiv´ıduo, entre outras.
O objetivo desta comunicac¸a˜o consiste em abordar as particularidades
dos acontecimentos mu´ltiplos [4], apresentar os modelos referidos, bem como
alguns exemplos de aplicac¸a˜o a casos reais.
Agradecimentos:
Este trabalho foi parcialmente financiado por Fundos Nacionais, atrave´s
da Fundac¸a˜o para a Cieˆncia e a Tecnologia (FCT), no aˆmbito do projeto
UID/MAT/04674/2013.
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Refereˆncias:
[1] Andersen, P. K. e Gill, R. D. (1982). Cox’s regression model for counting
processes: A large sample study. The Annals of Statistics, Vol. 10, No. 4,
pp. 1100–1120.
[2] Cox, D.R. (1972). Regression Models and Life-Tables (with discussion).
Journal of the Royal Statistical Society B, Vol. 34, No. 2, pp. 187-220.
[3] Ferreira, I. M. S. (2016). Modelos para acontecimentos mu´ltiplos.
(Dissertac¸a˜o de Mestrado). Universidade da Madeira, Funchal, Portugal.
[4] Kelly, P. J. e Lim, L. L-Y. (2000). Survival analysis for recurrent
event data: an application to childhood infectious diseases. Statistics in
Medicine, Vol. 19, No. 1, pp. 13–33.
[5] Lee, E. W., Wei, L. J. e Amato, D. A. (1992). Cox-type regression analysis
for large numbers of small groups of correlated failure time observations.
In Klein, J. P. and Goel, P. K. (Eds.): Survival Analysis: State of the
Art, pp. 237–247, Kluwer Academic Publisher, Dordrecht.
[6] Prentice, R. L., Williams, B. J. e Peterson, A. V. (1981). On the regression
analysis of multivariate failure time data. Biometrika, Vol. 68, No. 2, pp.
373–379.
[7] Therneau, T. M. e Grambsch, P. M. (2000). Modeling survival data:
extending the Cox model. Springer-Verlag, New York.
[8] Wei, L. J., Lin, D. Y. e Weissfeld, L. (1989). Regression analysis of multi-
variate incomplete failure time data by modeling marginal distributions.
Journal of the American Statistical Association, Vol. 84, No. 408, pp.
1065–1073.
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Resumo:
O modelo de Cox [2] foi desenvolvido para estudar o tempo de vida
ate´ a` ocorreˆncia de um u´nico acontecimento. No entanto, a ocorreˆncia de
va´rios acontecimentos para um mesmo indiv´ıduo, algo que e´ cada vez mais
frequente, deu origem a um certo tipo de extenso˜es deste modelo [10]. As
mais usuais foram propostas por Prentice, Williams e Peterson [6], Andersen
e Gill [1], Wei, Lin e Weissfeld [11] e Lee, Wei e Amato [4].
Neste trabalho, pretende-se exemplificar o modo como estas quatro
extenso˜es do modelo de Cox sa˜o implementadas com recurso ao software
estat´ıstico R [7], mais concretamente atrave´s do package survival [9]. Para
isso e´ necessa´rio dispor de um conjunto de dados, donde recorreu-se ao
package survsim [5] para simular acontecimentos recorrentes [3]. Por conse-
guinte, sera˜o feitas algumas considerac¸o˜es acerca do cuidado que e´
necessa´rio ter na construc¸a˜o e organizac¸a˜o da base de dados, onde a definic¸a˜o
do intervalo de risco se revela uma componente decisiva. Uma vez que cada
modelo foi proposto para tratar dados com determinadas caracter´ısticas, sera´
ainda apresentado um guia pra´tico que, para ale´m de destacar as diferenc¸as
entre estes modelos, permite apontar para a escolha do modelo mais ade-
quado a cada caso de estudo [8].
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Resumo:
O desporto tem um forte impacto psicolo´gico, social e econo´mico na vida
de uma grande quantidade de pessoas. Estat´ısticas de va´rios pa´ıses reve-
lam que milho˜es de pessoas esta˜o envolvidas no desporto, como praticantes,
espetadores ou ambos. Nesta comunicac¸a˜o sera˜o apresentados alguns resulta-
dos da tese de doutoramento realizada por Fernandes [1], onde foi estudada
a relac¸a˜o entre fatores psicolo´gicos (motivac¸a˜o, compromisso e identidade
atle´tica) e comportamentos de consumo de desporto (frequeˆncia de parti-
cipac¸a˜o, artigos de desporto e media). Neste estudo, foi considerada uma
amostra de dimensa˜o 900, constitu´ıda por indiv´ıduos envolvidos num dos
treˆs tipos de pra´tica: federada, de fitness e informal. Na ana´lise dos dados
foi usada a ANOVA e os modelos de equac¸o˜es estruturais, sendo que estes
u´ltimos foram os que apresentaram resultados mais relevantes.
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Resumo:
O objetivo central da a´rea de lo´gica da mudanc¸a de crenc¸as e´ o estudo
das mudanc¸as que podem ocorrer no estado de crenc¸as de um agente racional
quando este recebe nova informac¸a˜o.
Os dois principais tipos de mudanc¸as que o estado de crenc¸as de um
agente pode sofrer sa˜o:
• Contrac¸o˜es, que ocorrem quando a nova informac¸a˜o recebida pelo agente
o leva a abandonar uma das suas crenc¸as (originais).
• Reviso˜es, que acontecem quando a nova informac¸a˜o recebida pelo agente
o leva a adquirir uma (nova) crenc¸a que originalmente na˜o possu´ıa.
Em 1985, Alchourro´n, Ga¨rdenfors e Makinson propuseram um modelo que
descreve formalmente alguns processos de mudanc¸a de crenc¸as. Neste mo-
delo, que e´ (atualmente) conhecido como modelo AGM, o estado de crenc¸as
de um agente e´ representado por um conjunto de crenc¸as — um conjunto
de fo´rmulas que e´ fechado para o operador de consequeˆncia lo´gica — e as
contrac¸o˜es (respetivamente, as reviso˜es) sa˜o representadas como func¸o˜es que
satisfazem certas propriedades, normalmente designadas por postulados AGM
para contrac¸a˜o (respetivamente, para revisa˜o).
O modelo AGM adquiriu rapidamente o estatuto de modelo padra˜o na
literatura de mudanc¸a de crenc¸as e foram propostas muitas definic¸o˜es cons-
trutivas de func¸o˜es que satisfazem todos ou pelo menos alguns dos postula-
dos AGM para contrac¸a˜o. No entanto, este modelo tem tambe´m sido alvo
de muitas cr´ıticas e, pouco depois da sua publicac¸a˜o, comec¸aram a surgir na
literatura va´rias variantes do mesmo.
Nesta comunicac¸a˜o apresentaremos alguns dos modelos de mudanc¸a de
crenc¸as mais conhecidos e explicaremos as principais ideias e motivac¸o˜es
subjacentes a cada um deles.
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Resumo:
A lo´gica da mudanc¸a de crenc¸as estuda a forma como se processa a mu-
danc¸a de crenc¸as em agentes racionais quando estes recebem novas
informac¸o˜es. O trabalho mais influente nesta a´rea e´ da autoria de Alchourro´n,
Ga¨rdenfors e Makinson e foi publicado em meados da de´cada de 80. Nesta
publicac¸a˜o foi apresentado o chamado modelo AGM. Neste modelo, o estado
de crenc¸as de um agente e´ representado por um conjunto de crenc¸as — um
conjunto de fo´rmulas que e´ fechado para o operador de consequeˆncia lo´gica.
Uma das operac¸o˜es consideradas no modelo AGM e´ a contrac¸a˜o. Formal-
mente, a contrac¸a˜o e´ uma func¸a˜o que recebe um conjunto de crenc¸as e uma
fo´rmula (representando uma crenc¸a que se destina a ser abandonada pelo
agente) e devolve um novo conjunto de crenc¸as que:
(i) esta´ contido no conjunto de crenc¸as recebido;
(ii) na˜o implica logicamente a fo´rmula recebida (desde que a mesma na˜o
seja uma tautologia).
As propriedades (i) e (ii) sa˜o habitualmente designadas por inclusa˜o e
sucesso, respetivamente.
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Apesar de ser considerado o modelo mais importante na a´rea da lo´gica da
mudanc¸a de crenc¸as, o modelo AGM tem sido alvo de va´rias cr´ıticas desde
a sua publicac¸a˜o. Em particular, dois dos principais problemas apontados a
este modelo sa˜o o uso de conjuntos de crenc¸as para representar os estados de
crenc¸a de um agente e a aceitac¸a˜o de qualquer nova informac¸a˜o.
Esta comunicac¸a˜o e´ dedicada a` apresentac¸a˜o de operadores de contrac¸a˜o
na˜o priorizados definidos para bases de crenc¸as — uma base de crenc¸as e´
um conjunto de fo´rmulas na˜o (necessariamente) logicamente fechado. Um
operador de contrac¸a˜o na˜o priorizado numa base e´ definido atrave´s de uma
contrac¸a˜o (padra˜o) e de um conjunto de fo´rmulas R — designado por
conjunto de fo´rmulas remov´ıveis — como se segue: A contrac¸a˜o na˜o prio-
rizada tem o mesmo comportamento da contrac¸a˜o (padra˜o) pela qual ela e´
induzida quando a fo´rmula a ser contra´ıda pertence a R, e na˜o produz qual-
quer efeito (deixando a base de crenc¸as original inalterada) caso contra´rio. Os
operadores de contrac¸a˜o priorizados para bases de crenc¸as foram inicialmente
apresentados como uma generalizac¸a˜o das contrac¸o˜es (padra˜o) que evita os
dois problemas do modelo AGM acima mencionados.
Agradecimentos:
O presente trabalho foi (parcialmente) financiado pela FCT - Fundac¸a˜o
para a Cieˆncia e a Tecnologia, no aˆmbito do projeto UID/MAT/04674/2013
(CIMA).
20
II Workshop Matema´tica na UMa, 12 de junho de 2017
GLP-Tool : uma ferramenta gra´fica, dinaˆmica e interativa para
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Resumo:
Ao introduzir o tema da Programac¸a˜o Linear (LP) e´ bastante u´til apresen-
tar o me´todo gra´fico para resolver um programa linear de duas varia´veis, uma
vez que este fornece ”insights”valiosos sobre a natureza geral dos
modelos de programac¸a˜o linear. Os problemas de PL a duas varia´veis teˆm a
seguinte formulac¸a˜o (na forma ”standard”):
Max z = ax1 + bx2
s.a aix1 + bix2 6 ti , i = 1, . . . , n
x1, x2 > 0
onde as restric¸o˜es de na˜o negatividade sa˜o opcionais.
Resolver graficamente um programa linear fornece ajudas visuais intui-
tivas que facilitam a compreensa˜o de conceitos tais como soluc¸a˜o admiss´ıvel
/ regia˜o admiss´ıvel, restric¸a˜o redundante; soluc¸a˜o ba´sica; soluc¸a˜o o´tima;
restric¸a˜o ativa; soluc¸o˜es mu´ltiplas; regia˜o admiss´ıvel ilimitada; soluc¸o˜es
ilimitadas; problema ilimitado; regia˜o admiss´ıvel vazia / problema imposs´ıvel.
No entanto, sem uma ferramenta dinaˆmica na˜o e´ fa´cil mostrar / perceber
o que se passa quando se alteram coeficientes das restric¸o˜es ou da func¸a˜o
objectivo.
Uma ferramenta que permita ao utilizador introduzir (e alterar) as
restric¸o˜es e a func¸a˜o objetivo de um problema de programac¸a˜o linear a duas
varia´veis e que simultaneamente mostre de forma dinaˆmica a representac¸a˜o
gra´fica da regia˜o admiss´ıvel proporciona um ambiente de aprendizagem ativa.
A aprendizagem ativa e´ geralmente definida como qualquer me´todo de ins-
truc¸a˜o que envolva os aprendizes no processo de aprendizagem [1]. Resu-
midamente, a aprendizagem ativa exige que os alunos fac¸am atividades de
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Exemplo de utilizac¸a˜o da GLP-Tool.
aprendizagem significativas e pensem sobre o que esta˜o fazendo. Encontra-
mos na literatura fortes evideˆncias da efica´cia das te´cnicas de aprendizagem
ativa. Em particular, o trabalho de Kydd [2] relata a efica´cia de usar um
me´todo de aprendizagem ativa no ensino da programac¸a˜o linear.
Neste trabalho apresentamos a ferramenta GLP-Tool [3, 4], um bom
exemplo de uma ferramenta de aprendizagem ativa, que envolve os alunos
e lhes fornece um ambiente de aprendizagem eficaz. Implementada usando
o sistema de a´lgebra computacional Mathematica, esta ferramenta intera-
tiva permite ao utilizador resolver problemas de programac¸a˜o linear a duas
varia´veis por si introduzidos. Nomeadamente o utilizador pode explorar dife-
rentes func¸o˜es objectivos e conjuntos de restric¸o˜es, obter informac¸a˜o gra´fica
e nume´rica das soluc¸o˜es o´timas e realizar intuitivamente po´s-otimizac¸a˜o ou
ana´lise de sensibilidade.
A GLP-Tool e´ uma aplicac¸a˜o gra´fica, interativa e dinaˆmica onde as in-
formac¸o˜es gra´fica e nume´rica sa˜o atualizadas em tempo real.
As caracter´ısticas interativas, dinaˆmicas, anal´ıticas e gra´ficas da
GLP-Tool fazem desta aplicac¸a˜o uma ferramenta poderosa para o ensino de
Programac¸a˜o Linear, tanto no ensino superior quanto no ensino secunda´rio.
A GLP-Tool pode ser usada tanto por professores para ilustrar
graficamente conceitos fundamentais como por estudantes para explorar
graficamente alterac¸o˜es na regia˜o admiss´ıvel, ou na func¸a˜o objetivo (de um
problema de programac¸a˜o linear) facilitando a compreensa˜o de va´rios
conceitos.
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A a´rea de interac¸a˜o da GLP-Tool e´ muito intuitiva, sendo poss´ıvel utilizar
todas as suas funcionalidades de uma forma eficiente mesmo sem conhecimen-
tos pre´vios em software educacional.
A GLP-Tool foi desenvolvida como aplicac¸a˜o auto´noma e pode ser obtida
e utilizada a custo zero por qualquer pessoa com acesso a um computador
pessoal com ligac¸a˜o a` internet. A ferramenta encontra-se dispon´ıvel para
download em https://www.researchgate.net/publication/299559103_
GLP-Tool_cdf_file. Para abrir e correr a aplicac¸a˜o e´ necessa´rio primeiro
instalar o CDFplayer da Wolfram—Alpha dispon´ıvel gratuitamente em https:
//www.wolfram.com/cdf-player/.
Acreditamos que a GLP-Tool e´ um importante contributo para a melho-
ria do processo de ensino/aprendizagem da programac¸a˜o linear, precisamente
por fornecer a professores e alunos uma ferramenta de aprendizagem ativa
que lhes permite explorar conceitos fundamentais em PL.
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Resumo:
Nesta u´ltima de´cada, temos vindo a assistir uma grande procura de mer-
cado por plataformas que ajudem os administradores de dados a gerir e prote-
ger o chamado big data. A necessidade de sistemas que oferec¸am suporte para
grandes volumes de dados estruturados e na˜o estruturados, e´ motivada por
novas oportunidades de nego´cio, mercados mais eficientes, melhores servic¸os
ao cliente, eficieˆncia operacional melhorada e vantagens competitivas sobre
os rivais. Nesta apresentac¸a˜o, pretende-se ilustrar o uso da Matema´tica na
abordagem de um problema de big data de uma grande empresa nacional,
com recurso a te´cnicas de data mining.
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Resumo:
Os buracos negros (BNs) sa˜o objetos previstos pelas Leis da F´ısica. Sa˜o
atualmente conhecidos diversos processos pelos quais se podem formar BNs
(e.g. colapso gravitacional de uma estrela na fase final da sua vida ou co-
lapso gravitacional da regia˜o central de uma gala´xia). Nos instantes iniciais
do Universo tambe´m podem ter estado reunidas as condic¸o˜es favora´veis a`
formac¸a˜o de BNs das mais variadas massas. Estes BNs, designados de pri-
mordiais (BNPs), podem ter-se formado a partir do colapso gravitacional de
flutuac¸o˜es locais de densidade, desde que a amplitude dessas flutuac¸o˜es fosse
superior a um determinado valor δc.
Assumindo para as flutuac¸o˜es de densidade primordiais uma distribuic¸a˜o
normal, o principal problema ao determinar a frac¸a˜o do Universo que se con-
verte em BNPs numa dada e´poca, passa por conhecer a variaˆncia da massa,
σ(k), para essa mesma e´poca (k representa a escala do Universo num dado
instante). Embora a func¸a˜o σ(k) seja atualmente desconhecida, se atender-
mos a que a forc¸a da gravidade na˜o tem uma escala caracter´ıstica enta˜o,
podemos postular que as flutuac¸o˜es devem obedecer a uma lei da poteˆncia,
kn, onde n e´ um paraˆmetro usualmente designado por ı´ndice espectral. O va-
lor de n observado no Universo atual e´ muito pro´ximo da unidade. Contudo,
a produc¸a˜o em nu´meros relevantes de BNPs requer que na e´poca em questa˜o
seja n > 1, ou seja, teria de ser n = n(k). Esta ideia ganhou forc¸a com
observac¸o˜es relativamente recentes as quais permitiram medir a variac¸a˜o do
valor de n em func¸a˜o da variac¸a˜o do valor do k.
No trabalho em desenvolvimento estamos particularmente interessados
na formac¸a˜o de BNPs com massas entre ≈ 0.1M (0.1 massas solares) e
≈ 100M (i.e. BNPs de massa estelar) os quais podem ter-se formado
quando o Universo tinha uma idade compreendida entre ∼ 10−6 s e ∼ 10−3 s.
Nesta e´poca o Universo e´ dominado pela radiac¸a˜o (i.e. todas as part´ıculas
deslocam-se com velocidade da ordem da velocidade da luz) sendo, nesse
caso, δc ≈ 0.43. Contudo, quando a idade do Universo rondava os 10−4 s
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ocorreu a chamada mudanc¸a de fase da Cromodinaˆmica Quaˆntica (QCD)
no decurso da qual quarks e gluo˜es juntaram-se para formarem os primeiros
neutro˜es e proto˜es. Durante esta mudanc¸a de fase o valor de δc sofre um
decre´scimo favorecendo, assim, a eventual produc¸a˜o de BNPs. Na falta de
um modelo concreto e consensual para determinar a variac¸a˜o do δc durante
a QCD, recorremos a treˆs modelos com diferentes graus de influeˆncia: Bag
Model (variac¸a˜o mais acentuda), Lattice Fit Model e Crossover Model (va-
riac¸a˜o mais suave).
Quanto ao ı´ndice espectral n consideramos uma expansa˜o em se´rie, com
os coeficientes n0, n1 e n2 a assumirem os valores medidos recentemente no
aˆmbito da missa˜o Planck. Como os restantes coeficientes sa˜o atualmente
desconhecidos optamos por trabalhar no plano (n3, n4), considerando ni = 0
para i ≥ 5. O objetivo central deste estudo sera´ o de encontrar valores de n3
e n4 que conduzam a resultados satisfato´rios quanto a` produc¸a˜o de BNPs de
massa estelar tendo tambe´m em conta os diferentes modelos para a mudanc¸a
de fase da QCD.
Muitos dos estudos realizados nos u´ltimos anos sobre a formac¸a˜o de BNPs
consideravam um valor de δc fixo e/ou um valor de n fixo. Pretende-se com
o nosso trabalho mostrar que conciliando um δc varia´vel durante a QCD com
um ı´ndice espectral n tambe´m ele varia´vel podemos obter cena´rios eventual-
mente mais interessantes e mais concordantes com a observac¸a˜o em relac¸a˜o
a` produc¸a˜o de BNPs de massa estelar.
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Resumo:
A Astronomia e a Matema´tica teˆm, desde os tempos mais remotos, uma
ligac¸a˜o muito pro´xima. Desde o in´ıcio da Humanidade, que se comec¸ou a
prestar atenc¸a˜o aos padro˜es encontrados na Natureza e, de um modo parti-
cular, no ce´u. Esta curiosidade ajudou o Homem a descobrir a Matema´tica a`
medida que ia conhecendo melhor o mundo e o espac¸o que o rodeava. Hoje,
e´ imposs´ıvel trabalhar na Astronomia sem recorrer a` Matema´tica pois, de
certa maneira, uma na˜o existe sem a outra. Esta ligac¸a˜o pode ser explorada
na sala de aula como forma despertar o interesse e curiosidade por ambas
as cieˆncias. Podemos, assim, recorrer a exemplos da Astronomia como mo-
tivac¸a˜o para o Ensino da Matema´tica ou, no caso do ensino da Astronomia,
mostrar como a Matema´tica e´ fundamental na nossa descric¸a˜o e compreensa˜o
do Universo.
O Grupo de Astronomia da Universidade da Madeira (GAUMa),
fundado em 2000, tem por principais objetivos o ensino, a investigac¸a˜o e a
divulgac¸a˜o em Astronomia. No campo do ensino, o grupo tem desenvolvido
junto da comunidade escolar, dentro das suas possibilidades e disponibilidade
dos seus membros, diversas iniciativas que va˜o desde a realizac¸a˜o de palestras
a sesso˜es de observac¸a˜o, passando tambe´m pela realizac¸a˜o de pequenos pro-
jetos laboratoriais. Estas atividades decorrem nas pro´prias escolas ou enta˜o
nas instalac¸o˜es da UMa, nomeadamente no Laborato´rio de Astronomia e
Instrumentac¸a˜o (LAI). No Ano Internacional da Astronomia (2009), visita-
ram o LAI cerca de 1000 alunos do terceiro ciclo e do secunda´rio de escolas
de toda a RAM (no caso do Porto Santo, foi o LAI que se deslocou a` escola),
onde realizaram pequenos projetos na a´rea da Astronomia.
No desenvolvimento de alguns destes projetos, os alunos veem-se confron-
tados com a aplicac¸a˜o de alguns conceitos matema´ticos que ja´ conhecem, ou
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com alguns que sa˜o introduzidos no momento, dependendo do n´ıvel de escola-
ridade do aluno e das exigeˆncias do projeto a executar. De uma forma geral,
sa˜o trabalhadas as poteˆncias de base 10, func¸o˜es trigonome´tricas, ca´lculo
de a´reas, volumes e per´ımetros, escalas nume´ricas lineares ou logar´ıtmicas,
conversa˜o entre unidades e ana´lise dimensional. Nesta apresentac¸a˜o destaca-
mos dois desses projetos:
1. Determinac¸a˜o da Luminosidade do Sol : este projeto pode ser
aplicado com alunos a partir do 8o ano de escolaridade, pois e´ a
partir deste ano que se inicia o estudo das poteˆncias de base 10 e,
em particular, a notac¸a˜o cient´ıfica. Apesar de nos estarmos a focar na
disciplina de Matema´tica, este projeto e´ tambe´m uma mais-valia na
disciplina de F´ısico-Qu´ımica, onde a aplicac¸a˜o da notac¸a˜o cient´ıfica e´
muito frequente.
2. Medic¸a˜o de distaˆncias pelo me´todo da paralaxe: este projeto e´ uma
o´tima atividade para aplicar com os alunos de 9o ano, apo´s a aprendi-
zagem da trigonometria do triaˆngulo retaˆngulo, saindo do formato ha-
bitual dos exerc´ıcios dos manuais em relac¸a˜o a esta mate´ria. E´ tambe´m
aplica´vel aos alunos de secunda´rio, como forma de trabalhar a resoluc¸a˜o
de problemas e estruturac¸a˜o do racioc´ınio lo´gico-matema´tico.
Ambos os projetos sa˜o uma forma diferente e interessante de trabalhar
alguns conceitos matema´ticos lecionados nas escolas. Para ale´m disso, permi-
tem mostrar a aplicabilidade da Matema´tica no nosso dia-a-dia e nas outras
cieˆncias e que o que aprendem na aula de Matema´tica e´, efetivamente, utili-
zado fora da sala de aula, no “mundo dos adultos”.
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Resumo:
Um dos problemas principais na Teoria de Co´digos e´ a construc¸a˜o de
co´digos que sejam capazes de detetar e corrigir erros que ocorram quando as
mensagens sa˜o transmitidas atrave´s de canais de comunicac¸a˜o com ru´ıdo e
que, desta forma, na˜o transmitem a mensagem tal como foi enviada. Estes
co´digos esta˜o presentes no nosso quotidiano de inu´meras formas, tais como
ouvir um CD de mu´sica, assistir a um filme em DVD ou navegar na Internet.
Os co´digos lineares representam um conjunto importante de co´digos e
sa˜o dos mais utilizadas na pra´tica. Nesta palestra apresentaremos algumas
aplicac¸o˜es da A´lgebra na Teoria de Co´digos, nomeadamente, em dois tipos
de co´digos lineares: c´ıclicos e auto-duais.
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Resumo:
Aplicac¸a˜o da Teoria Vetorial do Sinal, em particular, a utilizac¸a˜o das
Transformadas de Fourier para o processamento de som, imagem e v´ıdeo.
As eficientes e convenientes passagens ou transformac¸o˜es entre domı´nios,
particularmente entre o domı´nio dos tempos e/ou espac¸os e o domı´nio das
frequeˆncias permitem filtrar e melhorar o sinal que compo˜e os registos de
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